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2.5. Логические схемы (диаграммы) 
 

• Схема – средство представить сложное (специализированное) устройство как совокупность 
простых унифицированных элементов (деталей).  

• В цифровом электронном устройстве при идеализированном рассмотрении, 
информационные уровни сигналов можно описывать двоичными переменными. Зависимость 
выходного сигнала от входных описывается логической функцией. 

  Сложную функцию можно представить 
как суперпозицию простых (элементарных): 

формула 
↔ 

Сложное устройство можно представить как 
совокупность простых цифровых элементов: 

схема 
 

Логическая схема: элементы схемы определяются ЛФ (простой), которой описывается связь 
информационных уровней сигналов (напряжений) на входе и выходе элемента.  

� Для элементарных логических операций (для элементов, у которых связь между вх. и вых. 
сигналами соответствует элементарным ЛО) приняты следующие обозначения. 

• Логическое умножение и логическое сложение:  

 
                                элемент "И",                                    элемент "ИЛИ". 
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• Инверсия:     
 

 
 

                                   элемент "НЕ";                "И-НЕ" ... 21 ⋅⋅= xxy  ; ... 21 ++= xxy  
 
! Это международные и отечественные стандарты. 
 
! Есть американский стандарт обозначений:  
 

x1

x2

y x1

x2

y

x
y = x

=1 =1
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Пример: мажоритарный элемент “два из трех”, аналитическая формула (I нормальная форма)  

( ) 321123123123321   ,, xxxxxxxxxxxxxxxf ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=  
__________________________________________________ 

 
Необходимо три инвертора, четыре элемента “И” и один элемент “ИЛИ” 

__________________________________________________ 

� Одна ЛФ – разные формулы. → Одно и то же по выполняемой функции (по результату 
действия) устройство может быть реализовано с помощью разных наборов ЛЭ и изображаться 
разными ЛС. 
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2.6. Минимизация логических функций. Карты Карно 
 

Прямой метод построения ЛС: [описание] – [таблица истинности] – аналитическая формула 
(нормальная форма) – схема. 

Результат в большинстве случаев не является оптимальным с точки зрения количества 
используемых ЛЭ. Уменьшение числа ЛЭ: улучшаются технико-экономические показатели 
(габариты, вес, стоимость) и технические показатели (быстродействие, энергопотребление, и 
т.д.). → Важный этап - минимизация [формулы] функции.  
 
• Цель (в простейшем случае) получить запись функции использующей минимальное количество 
операций над аргументами (→ минимум элементов в комбинационной схеме) с минимальным 
числом операндов (→ более простые элементы).  
• Способ – упрощающие преобразования с применением правил ЛА.  
 
! Формулу, не имеющую “избыточных” членов, и не поддающуюся дальнейшему упрощению 
называют тупиковой. Функция может иметь несколько тупиковых форм разной структуры. 

 
Пример: мажоритарный элемент. Можно упростить выражение СДНФ 

( ) 323121321123123123321   ,, xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxf ++=+++=  
 

I норм. форма: 3хНЕ; 4х3И; 1х4ИЛИ.  Упрощенная форма: 3х2И; 1х3ИЛИ 
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• Упрощающие преобразования  по законам АЛ – необходимы навыки (особенно при n > 2).  
• Некоторую “автоматизацию” и наглядность процедуры получения тупиковой формы можно 
достичь с использованием т.н. “карты Карно” (“ диаграммы Вейча”).  
• Представление ЛФ в виде КК часто используется при анализе ЛФ и устройств  не только для 
минимизации.  
 

Карта Карно – это таблица, которая: 

� имеет ячейки соответствующие всем наборам аргументов:  
• число ячеек N = 2n ; 
• значения части аргументов задается для строк ячеек, остальных – для столбцов ячеек.     

� Перемещение в соседнюю ячейку (по вертикали / горизонтали) должно соответствовать 
изменению значения только одного аргумента.   
� Внутри ячейки указывается значение ЛФ для набора, соответствующего ячейке. 

Построение карт Карно (для n = 2, 3 и 4): 
 
Функция двух аргументов  

 
y(x1, x2) 

 
n = 2, число ячеек 4 

размер КК – 2×2 
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• перестановка аргументов 
 
• перестановка значений  
в столбцах / строках 

 

    ______________________________________________________________ 
 
Функция трех аргументов  
 

y(x1, x2, x3) 
 
n = 3, число ячеек = 8, 
размер КК – 2×4 (или 4×2). 
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• Перестановка аргументов (Да); 
• Перестановка столбцов / строк (?); 
• Перемещение в соседнюю ячейку при пересечении границы (скручивании в ленту); 
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Функция четырех аргументов  
 

y(x1, x2, x3, x4) 
 
n = 4, число ячеек = 16, 
размер КК – 4×4. 
 

 
 
• Перестановка аргументов & перестановка столбцов / строк – при сохранении правила КК; 
• Пересечение границы (скручивание в цилиндр). 
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� Карта Карно – явная табличная форма ЛФ (альтернатива ТИ, причем более компактная).  
� По заданной КК можно строить нормальные формы (так же, как и по ТИ).  
 
 
� Однако при построении аналитической формулы по Карте Карно есть дополнительные 
возможности построения минимизированных выражений. 
 
 
 

    

 1 1  
    

 

   
 1  

 1  

   
 

 
 
 
Пример: 

   x1 x2   
  00 01 11 10 

      

x3 0  1 1  
1     
     

 

Две соседние ячейки с "1" 
 

{ } { } { } { }...)(......... =+⋅=⋅+⋅ iiii xxxx  
правило склеивания 

 
 
 
 

( ) .........)(...       

......

3232

321321

+⋅+=++⋅⋅+=

+⋅⋅+⋅⋅+

xxxxxx

xxxxxx

ii
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� На основе применения правила склеивания можно обосновать правила 
 

• При 1 в двух соседних ячейках в сумме минтермов: 

два минтерма  ↔ одно слагаемое в виде произведения (n – 1) аргументов 
(исключается аргумент, значение которого меняется при переходе между ячейками) 

 
 
• При 1 в четырех соседних ячейках в сумме минтермов: 

четыре минтерма  ↔ одно слагаемое в виде произведения (n – 2) аргументов 
(исключается аргумент, значение которого меняется при переходе между ячейками) 

 
 
 

    

1 1 1 1 
    

 
1×4 

  1  
4×1  1  

  1  
  1  
    

 

 
    

 1 1  
 1 1  
    

2×2 
   
 
• При 1 в восьми соседних ячейках (при n =4: 2×4; 4×2) в сумме минтермов: 

восемь минтермов  ↔ одно слагаемое в виде произведения (n – 3) аргументов 
(исключается аргумент, значение которого меняется при переходе между ячейками) 
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� Указанные правила выполняются при соседстве "через границу" (при "сворачивании") 
 

 
 

1   1 
    

    

1  1 1 
1   1 
    
  1  

 

1

1

 

 
! Особый случай: 4 единицы в углах КК 
(сворачивание и по вертикали и по 
горизонтали). 

 

1   1 
    
    
1   1 

_________________________________________ 
 

� Таким образом, правило чередования значений аргументов в КК → 
выделение прямоугольных групп ячеек с 1-ми из 2-х ячеек (1×2, 2×1), четырех ячеек (1×4, 4×1, 
2×2) и из восьми ячеек (2×4, 4×2) [включая группы "через границу", в т.ч. 4 угловые ячейки] 
наглядно показывает возможные пути упрощения канонической суммы по правилу склеивания! 

! Если ячейка с 1 не имеет "соседних" ячеек с 1 (это вырожденная группа из одной ячейки), то в 
канонической сумме ей будет соответствовать слагаемое в виде полного минтерма, который не 
подвергнется сокращению.   
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� Написание минимизированной формулы для ЛФ (структура – "сумма произведений")  
с помощью Карты Карно проводится следующим образом:   

1) Все ячейки с "1" объединяются в группы: 
• типы групп: по 2, 4 и 8 ячеек, как описано выше;  
• изолированные единицы – вырожденный вариант группы из одной ячейки.  
• группы могут пересекаться!  
• целью выделения групп является охват всех единиц минимальным числом групп с 
максимальными размерами групп. 

2) Формула ЛФ записывается в виде суммы контермов (произведений термов).  
• Каждой группе соответствует одно слагаемое в виде произведения аргументов.  
• Количество перемножаемых аргументов определяется размером группы (не входят аргументы 
значение которых меняется при перемещении по ячейкам группы).  
• Для оставшихся аргументов инверсии должны обеспечить обращение произведения в 1 для 
наборов, соответствующих ячейкам группы.  
! Изолированным единицам соответствуют полные минтермы (содержащие все аргументы). 

 
� Указанная процедура позволяет относительно легко записать формулу ЛФ в виде суммы 
минимального количества термов, т.н. минимальная сумма (см. цель в п.1). 
 
! Возможны случаи, когда можно сделать разные варианты выделения групп, эквивалентные по 
количеству и размерам групп. → Одна и та же ЛФ может иметь несколько разных минимальных 
сумм (эквивалентных по количеству и размеру слагаемых). 
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       Примеры: 

Мажоритарная функция 2 из 3-х Мажоритарная функция 4-х аргументов (1-й главный) 
 
 
 
 
 
 

 

322131 xxxxxxf ++=  
                 …………       …………      ……     … 

  x2 x3 

x1 
 00 01 11 10 

0 0 0 1 0 
1 0 1 1 1 

 
 
 
 
 
 
 

432314121   xxxxxxxxxf ⋅⋅+⋅+⋅+⋅=  
                 ……………        ……………       ……………       ………………………                  

  x3 x4 

x1 x2 
 00 01 11 10 

00 0 0 0 0 
01 0 0 1 0 

 11 1 1 1 1 
 10 0 1 1 1 

Минимизированная формула → минимизированная схема: 
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� Аналогично можно составить правило написание минимизированной формулы ЛФ  
по структуре – "произведение сумм"  

Опять работает правило "склеивания" ( ) ( ) 12121 xxxxx =+⋅+  
 1) Все ячейки с "0" объединяются в группы: 
• типы групп по 2, 4 и 8 ячеек описаны выше (изолированные нули – вырожденная группа из 
одной ячейки), группы могут пересекаться!  
• цель – охват всех нулей минимальным числом групп с максимальными размерами групп. 
 2) Формула ЛФ записывается в виде произведения сумм термов.  
• Каждой группе соответствует один множитель в виде суммы аргументов.  
• Количество суммируемых аргументов определяется размером группы (не входят аргументы 
значение которых меняется при перемещении по ячейкам группы), инверсии оставшихся должны 
обеспечить обращение суммы в 0 для наборов, соответствующих ячейкам группы.  
! Изолированным нулям соответствуют полные макстермы (содержащие все аргументы). 

Пример: 

 
 
 
 
 

322131 xxxxxxf ++=  
                 …………       …………      ……     … 

  x2 x3 

x1 
 00 01 11 10 

0 0 0 0 1 
1 1 0 1 1 

 
 
 
 
 

 ( ) ( ) ( )231321 xxxxxxf +⋅+⋅+=  
                      …………                …………                ……     … 

  x2 x3 

x1 
 00 01 11 10 

0 0 0 0 1 
1 1 0 1 1 
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� Примеры разных минимальных сумм / произведений 
 
 
 
 
 
 
 
 

32421321432   xxxxxxxxxxxf ⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=  
            ………              ……        …            …………      …… ……          …      ……………… 

  x1 x2 

x3 x4 
 00 01 11 10 

00 1 0 0 0 
01 1 1 0 0 

 11 0 1 1 1 
 10 1 0 1 1 

 
 
 
 
 
 
 
 

32432431421   xxxxxxxxxxxf ⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=  
               ………              ……     …            …………     …… ……            …     ……………… 

  x1 x2 

x3 x4 
 00 01 11 10 

00 1 0 0 0 
01 1 1 0 0 

 11 0 1 1 1 
 10 1 0 1 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )( )( )( )32421321432 xxxxxxxxxxxf +++++++=  
                  ………                 ……      …                …………     ……  ……            …       ……………… 

  x1 x2 

x3 x4 
 00 01 11 10 

00 0 1 1 1 
01 0 0 1 1 

 11 1 0 0 0 
 10 0 1 0 0 

 
 
 
 
 
 
 
 

( )( )( )( )32432431321 xxxxxxxxxxxf +++++++=  
                     ………              ……      …                …………    ……      ……            …    …  …………… 

  x1 x2 

x3 x4 
 00 01 11 10 

00 0 1 1 1 
01 0 0 1 1 

 11 1 0 0 0 
 10 0 1 0 0 
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КК дает наглядность при оптимальном (с точки зрения минимальности формулы и ЛС элемента) 
доопределении функций:  
 

  x1 x2 

x3 x4 
 00 01 11 10 

00 0 0 - 0 
01 0 0 1 0 

 11 - 0 - - 
 10 1 - 1 1 

 

  x1 x2 

x3 x4 
 00 01 11 10 

00 0 0 - 0 
01 0 0 1 0 

 11 - 0 - - 
 10 1 - 1 1 

4321 xxxxf +=  
 

 

  x1 x2 

x3 x4 
 00 01 11 10 

00 0 0 - 0 
01 0 0 1 0 

 11 - 0 - - 
 10 1 - 1 1 

 

  x1 x2 

x3 x4 
 00 01 11 10 

00 0 0 - 0 
01 0 0 1 0 

 11 - 0 - - 
 10 1 - 1 1 

 

3221 xxxxf +=  
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� Можно ли аналогичным образом составлять КК в случае n > 4 ? 

• Можно (при n = 5 – КК: 4×8, при n = 6 – КК: 8×8 и т.д.).  
! Теряется наглядность получения минимальных сумм/произведений. В группы для сокращения 
за счет склеивания становиться возможным объединять ячейки, симметричные относительно 
центральных осей КК, затем относительно диагоналей и т.д. Наглядность практически 
утрачивается! 
 
• Для минимизации функций большого числа аргументов применяют специальные 
алгоритмические методы, реализуемые с помощью компьютерных программ. 

 

� Особая возможность при n = 5 это КК  "3D".   
Две КК четырех аргументов x1,…, x4, (одна для x5 = 0, x5 = 1) расположенных друг за другом.  

x5 = 0 
 
 

 

 00 01 11 10 
00     
01     
11     
10     

x5 = 1 
 
 

 

 00 01 11 10 
00     
01     
11     
10     

Группы: 
прямоугольник / параллелепипед 
остальные свойства те же. 
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� Есть другие приемы/методы которые могут быть эффективны при минимизации ЛФ. 
 
Пример – использование Теоремы разложения Шеннона.  
Любую булевскую функцию ),...,,( 21 nxxxf  можно разложить по одной из переменных области 
определения px  в форме 

).,...,1,...,(),...,0,...,(),...,,...,( 111 npnpnp xxfxxxfxxxxf ⋅+⋅=  

! Теорема легко доказывается методом перебора.  
Если 0=px , то второе произведение в правой части соотношения обращается в 0 и получается 
тождество ),...,0,...,(0),...,0,...,( 11 nn xxfxxf ⋅≡ , справедливое при любых значениях остальных переменных. 
При 1=px  обращается в 0 первое произведение и получается аналогичное тождество 

),...,1,...,(1),...,1,...,( 11 nn xxfxxf ⋅≡ , также вне зависимости от значений остальных переменных.  
Т.о. разложение справедливо при любых значениях всех переменных. 

! Можно сформулировать другой вариант этой теоремы 

)),...,0,...,(()),...,1,...,((),...,,...,( 111 npnpnp xxfxxxfxxxxf +⋅+=  

Теорему можно использовать для упрощения выражений ЛФ. Особенно эффективно применение 
разложения если одна из переменных чаще других встречается в исходной функции. На практике 
это имеет место при наличии цифровом электронном устройстве общих управляющих или 
синхронизирующих сигналов.  
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Пример: 

)())0()1(())1(0(                              

))1(1)1(1())0(0)0(0()()(

232112332121

                                   

233212332121313121

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

⋅⋅⋅+=+⋅++⋅⋅++⋅⋅=

=+⋅⋅++⋅⋅⋅++⋅⋅++⋅⋅⋅=+⋅++⋅

 

! Теорема разложения (в двух формах) – удобный инструмент преобразования сложных ЛФ к 
сумме или произведению контермов: необходимо применять теорему разложения несколько раз 
последовательно для различных переменных. 
 

 
Диаграммы Вейча 
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